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REGRESSAO LINEAR COM DUPLO TRUNCAMENTO NA
DISTRIBUICAO DA VARIAVEL DEPENDENTE (4

-~ José Maria Pacheco de SOUZA

Do problema do ajuste de uma regressiio linear, quando a distribuicio da
varidvel dependente tem duplo truncamento, utilizando a funcfio de maxima
verossimilhanca e um processo iterativo.

1 — INTRODUCAO

Motivados pela necessidade de estudar o comportamento da idade da mulher
casada na época do primeiro aborto em funcdo da sua idade ao casar (MiLaANESI?,
1968), ou seja, estabelecer a regressio entre estas variaveis, nos defrontamos
com um problema envolvendo uma varidvel que, pela sua prépria natureza,
possui um campo de variagdo restrito a um sub-conjunto do total. Estamos nos
referindo & varidvel — idade da mulher casada na época do primeiro aborto —
que tem seu campo de variagdo limitado, de um lado, pela idade ao casar, e de
outro, pela idade na menopausa, ou seja, tem o que se denomina um duplo
truncamento.

‘A solucio do problema proposto se enquadra, portanto, no capitulo de re-
gressio com duplo truncamento na distribuicdo da varidvel dependente. HoL.-
GATE * (1965) ja considerou o caso de regressio com truncamento simples; o
presente irabalho representa uma extensdo dos resultados daquele autor, para o
caso mais geral de duplo truncamento,

2 — A FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADES

No que segue faremos abstracio da motivagio ji apresentada, a fim de
tratarmos do problema com maijor generalidade.
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Sejam x a variavel independente e y a variavel aleatéria dependente distri-
buida normalmente, com média a + bx e varidncia ¢° ou, abreviadamente:

y = N (a+ bx; o?).

Havendo duplo truncamento, a funcio densidade de probabilidde de v,
para cada x é:

0|~

. y a-—bx\2

. 1 : ( 8 )

£ (y/x) = ————¢ _—
3]/ P I (w, z)

onde
o %28 - bx
a

I (w, z) = V om € dt,

w-a-bx

ou seja, w e z sdo os pontos inferior e superior de truncamento na distribui-
¢ao de y.

3 — ESTIMACAO DOS PARAMETROS a E b DA RETA DE REGRESSAO
E DA VARIANCIA ¢

A estimagiio sera feita pelo método da méxima verossimilhanca. Para tanto,

suponhamos que, em correspondéncia a cada x; (i = 1, 2, m) {dsse toma-
da uma amostra de tamanho n;, isto &, de valores de y;; (j = 1, 2, . M)
Sejam:
m a b
S n; =N, —_— — == £, — — = k.
i=1 Lig g
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A fungio de verossimilhanca da amostra é:

RERRE] 2
2( + 7 + kxi)

o
m ny
L = il 1 e 1
i=l j=1 ¢ V/2n I(Wi,zij
Tomando-se logarilmos naturais, lemos:
m oy v
- N 1 2 oz Yij o« 2
= s o - - -
log L=1L N logo 3 leg 2n-5 .9 =1 (=L + & kxi)
m
_ = n; log I(wi,zy)
i=l

Calculando-se as derivadas parciais para cada parametro, obtemos:

n,
m i
Yij i e(w, )=e(z,)
. s 1) A . 1
I ARSI LB e TR e = (1)
18 s i=1 i=1 3023
n.
m 1
z 2% % o m m
OL* _ g(k)= izl j=1 - 2 n,x.-k Z n.xi+ Z nx; elw )-elz,) (2)
gk T &IT T o i=j 1 4a1 Y gy T ,2,)
n.
m . yZ n. 5 N n
b3 ij n i N mo Ui o
8L sy. _ N i=1 41 LS 5 = Yi3*t o oz oz %iYij
5e =)= - o 5% i=1 3=l i=1 j=1

(3)

m
+ L)
=Ny wi.e(wi) z:.L.e(z1

PERETS! I(wi'zi)

onde e(w;), e(z;) sfo as ordenadas obtidas na curva normal, nos pontos de
truncamento w; e z;.

Derivando-se uma segunda vez, olhtemos:
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onde:

=
I
g

Em virtude da dificuldade de resolver estas equagbes de forma explicita,
A A A

0s estimadores a, b, o, serdo obtidos a partir dos resultados numéricos das
cquagbes 1 a 9, por processo iterativo, utilizando-se entdo o método de Newton-
Raphson (WHITTAKER & Rosinson 7, 1926).
_ A A A
Como primeiro passo, calculam-se valores &, ki e o1, pelo processo classico
de regressdo e anilise de varidncia, e, com éstes valores, resolve-se o seguinte
sistema de 3 equagbes a 3 inedgnitas:

of of 0f
(8 + p T N S
! o€ 1 ¢k do
(10)
g tg og '
k) + 2 + = + 1 =
gk) +p Y L= =
h(,,)+p_a_i +q_?i + oh =0,
o€ ok oo
A A A
onde as derivadas sdo tomadas nos pontos £ == &3 k = k, ¢ o = oy, obten-

A A A
do-se valores de p., qi, ri, respectivamente, os acréscimos de &, k; e oy na 1.7

iteracdo. Assim, passamos a ter os seguintes novos estimadores de £, k e o:

A A
£, = § + P (11)
A A
ke =k + q. (12)
A A
oy = Oy + Ty (13)

Os resultados de 11, 12, 13 é que serdo utilizados agora num 2.° ciclo inte-
rativo para solugio do sistema 10 (onde as derivadas serdo tomadas nos pontos
A A A
&§ = &; k= ks; o = 0.) e obtencdo de novos acréscimos e, portanto, novos
cstimadores. O processo se encerra quando os acréscimos {pn, qu, Ts) se torna-

rem despreziveis, e entdo:

A

=

A A A

A
'fu+l = u; kn+1 =ku; o n+1 = oy
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Nestas condigdes, os estimadores de @, b e ¢ serdo:

A A A

a= — & Tn

A A A

)y —/— — n op

A

¢ = oy, ¢ a reta de regressio:
A A A
Y, —=a + b x;.

4 — CONSIDERACOES SOBRE OS RESULTADOS

Nossos resultados (equages 1 a 9) diferem dos de HorcaTE (equagbes 3
e 4) devido ao térmo v(x), que é o quociente da ordenada no ponto de trun-
camento pela 4rea & sua direita; no caso em aprégo temos truncamento, e éstc
fato nos conduz a um quociente em que temos, no numerador, a diferenga entre
as ordenadas dos pontos de truncamento, e no denominador, a irea entre os 2
pontos de truncamento.

Como conseqiiéncia, temos lambém as divergéncias devidas ao térmo
A(x) = +'(x), para nés substituido por equagBes mais complexas.

Essas diferengas ndo sio de todo eliminadas, mesmo quando um dos pontos
de truncamento estd muito afastado da média, determinando uma ordenada pra-
ticamente igual a zero.

Assim sendo, ainda nestes casos mais favordveis, ndo podemos nos utilizar
das tabelas devidas a Samprorp ¢ (1952), que nos ddo valores de v(x) e A(x),
¢ devemos recorrer as tabelas da curva normal para ireas e ordenadas (PEARsoN
& HARTLEY ®, 1958 ¢ Borr?, 1947).

5 — EXEMPLO

Retomemos o problema que motivou a generalizagio aqui apresentada, isto
é, estabelecer a reta de regressdo entre a “idade da mulher na época do primeiro
abérto” (y) e a “idade da mulher ao casar” (x); Miranesi® (1968), obteve,

A A
pelo método dos minimos quadrados, ¥; = 12,46 + 0,696 x; ¢y — 4,90, obser-
vando 306 mulheres casadas que tinham tido abérto.
Como a distribuigdo da: primeira varidvel pode ser considerada duplamente
truncada, foi utilizado, a seguir, o método aqui descrito para a devida correcdo,
encontrando-se os seguintes valores para as equacbes 1 a 9:

£(§) = 475556
g(k) = 1.047,251
h(o) = 97,262
=~ as1683
0¢

°f = — 4690920
ok
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of - = 279,302
iR
og , Y
= — 236.276,135
ok '
Jg ,
= 5.844,054
oo
oh = — 484,819,
do

com a nova equacdo sendo:

Y, = 12,31 + 0,655 x; o, = 461.

Estes resultados sdo muito semelhantes aos anteriores, indicando que ndo se
fazia necessirio um névo ciclo iterativo.

Usando o método de estimacio da maxima verossimilhanca, a matriz de
varidncia-covaridncia dos estimadores de & k e o serd dada por (Moop &
GRAYBILL %, 1963): ;

B . of . of . of 4
0¢ ok 00
. N of . og . og
A(':s, 1A<, ") - ok ok o0
_of __ 9g 0ok
B 0o oo do _

Denotando por D @ ¢ A a matriz de varidncia-covariancia dos estimadores
r ’

de a, b e o, e por J a matriz de transformacdo:

A A
— g 0 — ¢
A A
I= 0 —o —k
B 0 0 1
lem-se:
D aaa =JA),
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que no exemplo considerado assumem os seguintes valores:

—4,9 0 2,543 0,01662  —0,00013  0,00797
D(;, ooy = 0 —4,9 0,142 -0,00013 0,00001  0,00001 |=
0 0 1 _ 0,00797 0,00001  0,00676_|
—4.,9 0 0 0,24403 —0,00640  —0,02187
= 0 —4,9 0 | = —0,00640 0,00029 0,00092
2,543 0042 1] —0,02187 0,00092 0,006757 ],
A A
onde vemos que a varidncia de ¢ = 0,24403 e a de b = 0,00029, enquanto
* A

que a de o = 0,00657.

SUMMARY

A solution to the problem of fitting a linear regression with double trun-
cation in the distribution of the dependent variable is obtained, using the maxi-
mum likelihood function and an iterative process.
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